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Let K be an imaginary quadratic number held, f  an integral ideal in K, and K(f) 
the ray class field modulo f  over K. Using values of a suitably normalized 
Weierstrass y-function a relative integral basis of K(f)/K( 1) was constructed in 
Schertz (J. Reine Angew. Math. 398). In this paper the denominators of these 
values, which are important for an explicit construction of integral basis, are 
completely determined. x? 1990 Academic Press. Inc. 
EINLEITUNC 
Sei K eine imaginar-quadratischer Zahlkorper, und fur ein ganzes Ideal 
f in K sei K(f) der Strahklassenkorper modulo f iiber K sowie K(1) der 
Hilbertsche Klassenkbrper von K. Wie in [ 1 ] gezeigt wurde, gibt es fur die 
Erweiterung K(f )/K( 1) stets eine relative Ganzheitsbasis. Zur Konstruktion 
benotigt man normierte Teilwerte der Weierstrabschen p-Funktion von 
der Form 
mit 
i 
1, falls d, # - 3, - 4, 
e= 2, falls d, = - 4, 
3, falls d, = - 3. 
Dabei ist d, die Diskriminante von K, a ein Ideal in K, 5 E K\a und A die 
Diskriminante aus der Theorie der Modulfunktionen. E ist eine in [I] und 
[2] ntiher definierte Einheit. Nach [ 1 ] gilt 
04la)EK(f), (2) 
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wobei 
f=o(k a) (3) 
den Nenner des Ideals t;a -I bezeichnet. 
I’(< 1 a) ist im allgemeinen keine ganze algebra&he Zahl, und ihr Nenner 
fur zusammengesetztes f spielt bei der Konstruktion von Ganzheitsbasen in 
Cl] eine zentrale Rolle. Gegenstand der vorliegenden Arbeit ist die 
Faktorisierung dieses Nenners und seine explizite Beschreibung durch eine 
Zahl aus K( 1). Grundlage hierfiir ist die such fur sich interessante 
Beziehung (4) zwischen den Werten von P. 
ERGEBNISSE 
Die Frage nach dem Nenner von P(<l a) la& sich mittels der Formel 
(12) in [l] leicht zuriickfiihren auf den Fall, in dem o(<, a) zusammen- 
gesetzt ist. Hier hat man die folgenden Resultate. 
SATZ 1. (1) Es gibt eine von r unabhdngige Zahl D(a) E K( 1) mit der 
Eigenschaft, daJ 
P(<la)-D(a) 
ganz ist, wenn o(& a) zusammengesetzt ist. 
(2) 12’D(a) ist ganz. 
Genauer gilt der 
SATZ 2. (1) 3’D(a) hat den Nenner (l), (2)’ bzw. (4)‘, je nachdem 2 in 
K trGge, verzweigt bzw. zerlegt ist. 
(2) 4’D(a) hat den Nenner (l), (3)“’ bzw. (3)‘, je nachdem 3 in K 
trzge, verzweigt bzw. zerlegt ist. 
Gestiitzt auf Satz 2 kann man die in [I] angegebenene Konstruktion 
von D(a) insbesondere fiir numerische Zwecke vereinfachen zu 
SATZ 3. Es seien p2, p3, ps, Primidealteiler von 2, 3, 5 und p ein 
Primideal ersten Grades der Norm p 2 5 in K. Dann sind Zahlen mit der 
Eigenschaft (1) in Satz 1 gegeben durch 
0, falls 2=p2,3=p,, 
P(tol a) mit dL a) = PEPS, fah (2#p2, 3#pJ 
oder dK = - 3, 
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P(tol a) mit o(L, a) = p2p5, falls d, = -4, 
P(5ol a) mit o(L 0) = 2, falls 2 in K zerlegt ist, 
-Spur,,,,,,,,,(P(S,Ia)) 
mit o(to, a) = p, .falls 2 = pz, p = - 1 mod 3, 
-( > i SPurK,,,,K,,,(P(4,1a)) 
mit o(t,, a) = p, falls 3=p,, p= -1 mod4. 
Dabei bedeutet (:) das Legendresymbol. 
Bemerkung. Man beachte, dal3 in den Fallen d, # - 3, -4 stets ein 
Primideal p ersten Grades der Norm p = - 1 mod 3 und p = - 1 mod 4 
existiert, so da13 durch Satz 3 in samtlichen Fallen eine Zahl D(a) mit der 
Eigenschaft (1) in Satz 1 angegeben wird. 
Wie aus den Beweisen in [l] ersichtlich ist, kann die Zahl D in der 
Definition der in den Slitzen 6 und 8 in [l] angegebenen Zahlen such 
durch die in Satz 3 dieser Arbeit konstruierten Zahlen D(a) ersetzt werden. 
Zur Bequemlichkeit des Lesers seien die Aussagen dieser SBtze aus [ 1 ] hier 
noch einmal zusammengefat3t in 
SATZ 4. Es sei f ein ganzes Ideal in K, 4 E K\a mit o(5, a) = f und 
D(a) E K( 1) mit der Eigenschu$ (1) in Satz 1. Wir setzen 
0 := P(< ) a) - D(a). 
Dann gilt fiir die Ganzheitsringe U,, rJ und 0 KC 1, von K( f ) und K( 1) 
0 K(i) -  OK~,,C~l~ falls f zusammengesetzt ist, 
0 -o,(,,+o,(,,ao+ ‘*. +o.,,,aB”~ ‘, K(f) - 
falls f = p’j2 eine Primidealpotenz ist, 
0 K(f) = oK,,,Ca~l5 
falls f = pr ( 2 eine Primidealpotenz ist. 
c1 ist dubei eine Zahl aus K(1) mit crzp und n=(K(f): K(1)). 
BEWEISE DER SXTZE l-4 
ZU Sutz 1. Die Existenz von D(a) ergibt sich aus den expliziten 
Kanstruktionen in [l] zunachst fur spezielle Ideale a und daraus, gestiitzt 
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auf Satz 5 in [2] fur beliebige Ideale a von K. Die zweite Aussage von 
Satz 1 folgt aus Satz 2. 
ZU Sutz 2. Zum Beweis benotigen wir fiir eine natiirliche Zahl n 9 2 die 
in den Fallen dK # - 3, - 4 giiltige Beziehung 
Zur Herleitung beachte man, dab 
(4) 
(5) 
eine ganze Moldulform vom Gewicht 2 zu vollen Modulgruppe ist und 
demzufolge gleich Null sein mu& 
Wir setzen nun zunachst d, # - 3, -4 voraus und beweisen die erste 
Aussage von Satz 2 unter Benutzung von (4) mit n = 2. Ein Vertretersystem 
von fa\a mod a besteht aus drei Elementen <r, t2, <), und hiermit gilt 
wegen (4) 
3D(e) = i (D(a) - p(Ll a)). 
i= I 
(6) 
Der Nenner ni des von o(a) - P(til a) erzeugten Ideals ergibt sich aus 
Teil (1) von Satz 1 in Verbindung mit der Formel (12) in [ 1 ] und Satz 3 
in [I] mit der Eulerschen Funktion @ in K zu 
falls o( 5 i, a) zusammengesetzt ist, 
(7) 
falls o(t;, a) = p’eine Primidealpotenz ist. 
Man wiihle dazu die Zahl r in Satz 1 so, da13 o(<, a) zusammengesetzt und 
zu 2 teilerfremd ist. Fur o(ti, a) findet man in Abhangigkeit vom 
Zerlegunsverhalten von 2 in K die Ideale 
(21, (21, (2), 
P9 P2, P21 
P1 P, (217 
falls 2 =p, 
falls 2 = p*, 
falls 2 = pg. 
(8) 
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und de Nenner n, sind daher wegen (7) gleich 
(2)2’3, (2)2’3, (2)2’3, 
P23 P1 PT 
P2, ii’, (I), 
falls 2 = p, 
falls 2 = p2, 
falls 2 = pp. 
(9) 
Fur den Nenner n von 3D(a) folgt daraus 
n I (2)2’3, falls 2 = p, 
tt = p2 = (2), falls 2 = p2, (10) 
n = p2p2 = (4) falls 2 = pp. 
und im Fall 2 = p gilt genauer n = (1 ), da D(a) in K( 1) liegt und 2 in K( 1) 
unverzweigt ist. 
Damit ist die erste Aussage von Satz 2 in den Fallen d, # - 3, -4 
bewiesen. Genauso erhalt man hier die zweite Aussage von Satz 2. In den 
Fillen d, = - 3, -4 schlieben wir anders. Hier ist nach [ 1 J eine Zahl 
II(a) E K( 1) mit den in Satz 1 genannten Eigenschaften gegeben durch 
PC< Ia) mit o(& a) = 
(4m9 falls d,= -3, 
(1 +fl)(l+2Jq falls dK = - 4, 
(11) 
und man findet hier, dab P(5 1 a) zu 
2Jz 
bzw. 
1+2JT 
9 4 
(12) 
assoziiert ist. Daraus liest man die Behauptungen von Satz 2 ab. 
Zu Sutz 3. Die erste Aussage von Satz 3 folgt aus Satz 2, und die drei 
nlchsten Aussagen folgen unmittelbar aus der Formel (12) in [ 11, da hier 
P(<, j a) in K( 1) liegt. Zum Beweis der letzten beiden Aussagen von Satz 3 
sei p ein Primideal ersten Grades der Norm p 3 5 in K und c, E K\a mit 
45,, a) = P. (13) 
Wie beim Beweis von Satz 2 folgt dann, daO der Nenner von 
D(a) - P(tp I a) (14) 
ein Teiler von p2”” - ’ ) ist. Hierbei ist P(5,) a) E K(p), und es gilt 
(K(p): K(l))J+, (15) 
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da in den vorliegenden FHllen notwendig d, # - 3, - 4 ist. Aus (14) erh%It 
man daher, da13 
P-l 
--j-D(a) - SpurK~,uKcl,(~(~, la)) (16) 
eine Zahl aus K(1) ist, deren Nenner ein Teiler von p2’(P- ‘) sein mu& Da 
aber p in K( 1) unverzweigt und p 2 5 ist, ist dieser Nenner notwendig 
gleich 1. Die Zahl in (16) ist also ganz. 
Im Fall Z=p,, p = - 1 mod 3 ist nun 3D(a) ganz nach Satz 2 und 
(p- 1)/Z = - 1 mod 3. Im Hinblick auf (18) ist daher 
(17) 
Daraus folgt die fiinfte Aussage von Satz 3. Die sechste Aussage beweist 
man analog. 
Zu Satz 4. Die Aussagen von Satz 4 folgen aus [ 1 J zungchst nur fiir 
spezielle Ideale a und hiernach, gestiitzt auf Satz 5 in [2] such fiir beliebige 
Ideale a von K. 
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